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Putting it in the form of a state increment keeps the all coefficients near zero at low frequencies, 
which is feels intuitively right to me since you just increment a bit of signal onto your existing state to 

do your integration.

I haven’t had time to add too much detail here, but please refer to the other papers located at 
www.cytomic.com/technical-papers for derivations of trapezoidal integration and the maths of circuit 
solving.

Thanks to Teemu Voipio (mystran) for pointing out the numerical benefits of using sin to calcualte 

the coeffecients.
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������[��������*�]

��� = �����[{�� ⩵ (�) �� + ���� ��� ⩵ (�� - ��)� �� ⩵ � + ���� ��� ⩵ (�� - ��)�

��� ⩵ ����� + � ���� ��� ⩵ ����� + � ���}� {���� ���}� {���� ���� ��� ��}][[�]]

���� = � /� �����[(��� /� ���) ⩵ ����� + �� �][[�]]�

���� = � /� �����[(��� /� ���) ⩵ ����� + �� �][[�]]�

{��� → ����� + ����}

{��� → ����� + ����}

����� = �����������[����� {��� ������ �����}] // ��������

����� = �����������[����� {��� ������ �����}] // ��������

��� →

--����� - � ����� + � ����� � + � ����� � - � �� - �� �� + �� � ��  � + � � + �� - � ��

��� → -
-� ����� - ����� - � ����� - �� ��

� + � � + �� - � �


��� → ����� +
-� ����� - �� ����� - � ����� � + � �� + �� �� - �� � ��

� + � � + �� - � �


��� → ����� +
� ����� - � ����� - �� ����� + � ����� � + �� ��

� + � � + �� - � �



� (� + � - � �)

� + �� - � (-� + �)
� -

� (� + �)

� + �� - � (-� + �)
� -

� �

� + � � + �� - � �



��

� + � � + �� - � �
�

�

� + � � + �� - � �
�

� (-� - � + �)

� + �� - � (-� + �)


�������������������������������

�� = {�� → �����[[�]] /� {� → ���[π �]}� �� → �����[[�]] /� {� → ���[π �]}�

�� → �����[[�]] /� {� → ���[π �]}� �� → �����[[�]] /� {� → ���[π �]}�

�� → �����[[�]] /� {� → ���[π �]}� �� → �����[[�]] /� {� → ���[π �]}}

�� →
���[π �] (� + ���[π �] - � ���[π �])

� - (-� + �) ���[π �] + ���[π �]�
� �� → -

���[π �] (� + ���[π �])

� - (-� + �) ���[π �] + ���[π �]�
�

�� → -
� ���[π �]

� + � ���[π �] - � ���[π �] + ���[π �]�
� �� →

���[π �]�

� + � ���[π �] - � ���[π �] + ���[π �]�
�

�� →
���[π �]

� + � ���[π �] - � ���[π �] + ���[π �]�
� �� →

(-� + � - ���[π �]) ���[π �]

� - (-� + �) ���[π �] + ���[π �]�
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����������������������������������������������������

�������[�_] �= �����{��}�

�� = ���������������[�����������������[������������[� /� {� → � / �}]]] //�

{� � ⧴ � / � ��} //� �� ⧴ � - �� /�

{� → ���[π �]� � → ���[π �]� �� → ���[� π �]}�

�� = ��������[���������[��]� ������������� → {���[_]}] 

��������[�����������[��]� ������������� → {���[_]}]�

������[��]�

�

�� = {�� → �������[�����[[�]]]� �� → �������[�����[[�]]]�

�� → �������[�����[[�]]]� �� → �������[�����[[�]]]�

�� → �������[�����[[�]]]� �� → �������[�����[[�]]]}

�� →
-(-� + �) ���[π �]� + �

�
���[� π �]

� + ���[� π �] -
�
�
� ���[� π �]

� �� →
-���[π �]� - �

�
���[� π �]

� + ���[� π �] -
�
�
� ���[� π �]

�

�� → -
� ���[� π �]

� - (-� + �) ���[� π �]
� �� →

���[π �]�

� + ���[� π �] -
�
�
� ���[� π �]

�

�� →
���[� π �]

� - (-� + �) ���[� π �]
� �� →

� ���[π �]� + ���[� π �] - � ���[� π �]

-� + (-� + �) ���[� π �]


����������������������������������������������������

��� = �� →
� (� - �) ���[π �]� + ���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]
� �� →

-� ���[π �]� - ���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]
�

�� →
-� ���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]
� �� →

� ���[π �]�

� + (� - �) ���[� π �]
�

�� →
���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]
� �� →

-� ���[π �]� - (� - �) ���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]


������������[�� - ���]

�� →
� (� - �) ���[π �]� + ���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]
� �� →

-� ���[π �]� - ���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]
�

�� → -
� ���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]
� �� →

� ���[π �]�

� + (� - �) ���[� π �]
�

�� →
���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]
� �� →

-� ���[π �]� - (� - �) ���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]


{�� �� �� �� �� �}

�����������������������������������������������������������������

Note that the coefficients are near zero when the cutoff is near zero, and they remain bounded
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����[�����[����[{�� /� ��� �� /� ��� �� /� ��� �� /� ��� �� /� ��� �� /� ��}�

{�� �� � / �}]� {�� �� �}]� ��������� → ���� ������ ��������� → ���]

����[�����[����[{�� /� ���� �� /� ���� �� /� ���� �� /� ���� �� /� ���� �� /� ���}�

{�� �� � / �}]� {�� �� �}]� ��������� → ���� ������ ��������� → ���]
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����������������������

��������������������������������������������������

����������[������_� ���_� ��_] �= �����{�� ���}�

� = ������  ���

� = ����

� = ���[π �]�

�

����������[������_� ���_� ��_] �= �����{�� ���� ��� ��� ���� ���}�

� = ������  ���

� = ����

�� = ���[π �]�

�� = ���[� π �]�

� = π * ������  ���

�� = ���[�]�

�� = ���[� * �]�

��� = � / (� + (� - �) * ��)�

��� = � * �� * �� * ����

��� = �� * ����

�� = (� - �) * ��� + ����

�� = -��� - ����

�� = -� * ����

�� = ����

�� = ����

�� = -��� - (� - �) * ����

�

�����[�_� ��_] �=

�����{��� ��� ��� ��� ����� ����� ���� ����� ������ ���� ���}�

��� = -
-� ����� � - (-� - � + � �) ����� + � ��

-� - � � - �� + � �
�

��� = -
-� ����� - ����� - � ����� - �� ��

� + � � + �� - � �
�

����� = � ��� - ������

����� = � ��� - ������

��� = ����

������[{�� ��� ���}]

�

�����[�_� ��_] �=

�����[{��� ��� ��� ���� ��� ��� ����� ����� ���� ����� ������ ���� ���}�

�� = �� * �� + �� * ����� + �� * ������

�� = �� * �� + �� * ����� + �� * ������

��� = ����� + ���

��� = ����� + ���

����� = ����� + ��� * ���

����� = ����� + ��� * ���

��� = ����

������[{�� ��� ���}]

]�

�� = ��������

� = ��� / ���

������ = �������

��� = ����

�����[�_] �= � (� - �����[�] - ���)�
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�����[ _] ( [ ] )�

�����[�_] �= � �����[��� �]�

����������[������� ���� ��]�

����������[������� ���� ��]�

����� = ����� = ��

��� = �����[�����[�� �����[�]] � {�� �� ����� �}]�

����� = ����� = ��

��� = �����[�����[�� �����[�]] � {�� �� ����� �}]�

��������[�����[���[[���� {�� �}]]� {�� �� �}]�

������ → ����� ��������� → ���� ��������� → ���� ��������]

��������[�����[���[[���� {�� �}]]� {�� �� �}]�

������ → ����� ��������� → ���� ��������� → ���� ��������]

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Tan version

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Sin version

This residual shows that the Sin version is slightly more accurate than the Tan version, which will be 

more important for limited precision implementations
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��� = �����[�������[{���[[�� �]]� ���[[�� �]]�

�����[���[[�� �]] - ���[[�� �]]� {�� �� �}]}]� {�� �� ������[���]}]�

��������[�����[���[[���� {�� �}]]� {�� �� �}]� ������ → �����

��������� → ���� ��������� → ����������]

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

-2.×10-15

-1.×10-15

1.×10-15

2.×10-15
residual

������������������������������������������
Note : you can make notch and peak by summing or differencing low and high like you do with an 

SVF

���������������������������

������[��������*�]

��� = {��� ⩵ (�� �� - �� �� - ��)� ��� ⩵ (�� �� + �� - ��)� �� == (�) �� - �� �� + ����

�� == �� �� + ���� � == � ��� - � ���� � ⩵ � ��� - � ���� �� ⩵ �� / ��}�

�� = �� /� �����[���� {��}� {��� ��� ���� ���� ���� ���}][[�]] // ������������

�� �� + � �� � + �� ��

�� - � (-� + �) � + ��
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����������������������������������������������������������������������������

��������������

��[�_] �= �� ���[���[�]]

�������������[��_� �_] �= ����[�����[�������������[

��[�� /� {�� → �[[�]]� �� → �[[�]]� �� → �[[�]]� � → ⅈ �� � → �}]�

{�� ���� ��}� ��������� → {��� -��}� ����� → ����]� {�� �� �� ����}]]�

�������������[��� {�� �� �}]

�������������[��� {�� �� �}]

�������������[��� {�� �� �}]

�������������[��� {�� �� �}]

�������������[��� {-�� �� �}]
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������������������������������������������������������������������������������
����������

������[��������*�]

��� =

�������� ⩵ (�� �� - �� �� - ��)� ��� ⩵ (�� �� + �� - ��)� �� == (�) �� - �� �� + ����

�� == �� �� + ���� � == � ��� - ��� - ������ � ⩵ � ��� - ��� - ������

{���� ���}� {��� ��� ���� ���}[[�]] // ������������

���� = � /� �����[(��� /� ���) ⩵ ����� + �� �][[�]]�

���� = � /� �����[(��� /� ���) ⩵ ����� + �� �][[�]]�

{��� → ����� + ����}

{��� → ����� + ����}

����� = �����������[����� {��� ������ �����}] // ��������

����� = �����������[����� {��� ������ �����}] // ��������

��� →
�

(� + �)� - � �

-� ����� � + ����� (� + � - � �) + � ((� + � - � �) �� - (� + �) �� + (� + � - �) ��) ���

��� →
�

(� + �)� - � �
����� + � ����� + ����� + (� �� + �� + (-� - � + �) ��) ��

��� →

����� + -� ����� - �� ����� - � ����� � + � �� �� + �� �� �� - �� � �� �� - � �� �� - �� �� �� +

� �� �� + �� �� �� - � � �� ��  � + � � + �� - � �

��� → ����� + � ����� - � ����� - �� ����� + � ����� � +

�� �� �� + � �� �� - � � �� �� - �� �� �� + � � �� ��  � + � � + �� - � �


� ((� + � - � �) �� - (� + �) �� + (� + � - �) ��)

� + �� - � (-� + �)
� -

� (� + �)

� + �� - � (-� + �)
� -

� �

� + � � + �� - � �



� (�� + � (�� - ��) + (-� + �) ��)

� + �� - � (-� + �)
�

�

� + � � + �� - � �
�

� (-� - � + �)

� + �� - � (-� + �)


�������������������������������������������������

�� = {�� → �����[[�]] /� {� → ���[π �]}� �� → �����[[�]] /� {� → ���[π �]}�

�� → �����[[�]] /� {� → ���[π �]}� �� → �����[[�]] /� {� → ���[π �]}�

�� → �����[[�]] /� {� → ���[π �]}� �� → �����[[�]] /� {� → ���[π �]}}

�� →

(���[π �] (-�� (� + ���[π �]) + �� (� - � + ���[π �]) + �� (� + ���[π �] - � ���[π �]))) 

� - (-� + �) ���[π �] + ���[π �]��

�� → -
���[π �] (� + ���[π �])

� - (-� + �) ���[π �] + ���[π �]�
� �� → -

� ���[π �]

� + � ���[π �] - � ���[π �] + ���[π �]�
�

�� →
���[π �] (�� + (-� + �) �� + (�� - ��) ���[π �])

� - (-� + �) ���[π �] + ���[π �]�
�

�� →
���[π �]

� + � ���[π �] - � ���[π �] + ���[π �]�
�

�� →
(-� + � - ���[π �]) ���[π �]

� - (-� + �) ���[π �] + ���[π �]�
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����������������������������������������������������������������������

�������[�_] �= �����{��}�

�� = ���������������[�����������������[������������[� /� {� → � / �}]]] //�

{� � ⧴ � / � ��} //� �� ⧴ � - �� /�

{� → ���[π �]� � → ���[π �]� �� → ���[� π �]}�

�� = ��������[���������[��]� ������������� → {���[_]}] 

��������[�����������[��]� ������������� → {���[_]}]�

������[��]�

�

�� = {�� → �������[�����[[�]]]� �� → �������[�����[[�]]]�

�� → �������[�����[[�]]]� �� → �������[�����[[�]]]�

�� → �������[�����[[�]]]� �� → �������[�����[[�]]]}

�� → -�� � ���[π �]� + ���[� π �] + �� -� (-� + �) ���[π �]� + ���[� π �] +

�� � ���[π �]� + ���[� π �] - � ���[� π �] � � + ���[� π �] -
�

�
� ���[� π �] �

�� →
-���[π �]� - �

�
���[� π �]

� + ���[� π �] -
�
�
� ���[� π �]

� �� → -
� ���[� π �]

� - (-� + �) ���[� π �]
�

�� → � �� ���[π �]� + �� ���[� π �] + �� -� ���[π �]� - � ���[� π �] + � ���[� π �]

� � + ���[� π �] -
�

�
� ���[� π �] �

�� →
���[� π �]

� - (-� + �) ���[� π �]
� �� →

� ���[π �]� + ���[� π �] - � ���[� π �]

-� + (-� + �) ���[� π �]


����������������������������������������������������������������������

��� = �� → �� (� - �) � ���[π �]� + ���[� π �] + �� -� ���[π �]� - ���[� π �] +

�� � ���[π �]� + (� - �) ���[� π �]  � + (� - �) ���[� π �]�

�� →
-� ���[π �]� - ���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]
� �� →

-� ���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]
�

�� →  �� � ���[π �]� + �� ���[� π �] + �� -� ���[π �]� - (� - �) ���[� π �] 

� + (� - �) ���[� π �]�

�� →
���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]
� �� →

-� ���[π �]� - (� - �) ���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]


������������[�� - ���]

�� → �� -� ���[π �]� - ���[� π �] + �� � (� - �) ���[π �]� + ���[� π �] +

�� � ���[π �]� + (� - �) ���[� π �]  � + (� - �) ���[� π �]�

�� →
-� ���[π �]� - ���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]
� �� → -

� ���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]
�

�� → � �� ���[π �]� + �� ���[� π �] + �� -� ���[π �]� - (� - �) ���[� π �] 

� + (� - �) ���[� π �]�

�� →
���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]
� �� →

-� ���[π �]� - (� - �) ���[� π �]

� + (� - �) ���[� π �]


{�� �� �� �� �� �}

��������������������������������������������������������

������
������������
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����������������
����������������������
����������������������

��������������������������������������������������������������������

����������[������_� ���_� ������_� �������_� �������_� ��_] �= �����{�� ���}�

�� = �������

�� = ��������

�� = ��������

� = ������  ���

� = ����

� = ���[π �]�

�

����������[������_� ���_� ������_� �������_� �������_� ��_] �=

�����{�� ���� ��� ��� ���� ���}�

�� = �������

�� = ��������

�� = ��������

� = ������  ���

� = ����

�� = ���[π �]�

�� = ���[� π �]�

� = π * ������  ���

�� = ���[�]�

�� = ���[� * �]�

��� = � / (� + (� - �) * ��)�

��� = � * �� * �� * ����

��� = �� * ����

�� = �� * ((� - �) * ��� + ���) + �� * (-��� - ���) + �� * (��� + (� - �) * ���)�

�� = -��� - ����

�� = -� * ����

�� = �� * (���) + �� * (���) + �� * (-��� - (� - �) * ���)�

�� = ����

�� = -��� - (� - �) * ����

�

�����[�_� ��_] �= �����{��� ��� ��� ��� ����� ���� ���}�

��� =
�

(� + �)� - � �

-� ����� � + ����� (� + � - � �) + � ((� + � - � �) �� - (� + �) �� + (� + � - �) ��) ���

��� =
�

(� + �)� - � �
����� + � ����� + ����� + (� �� + �� + (-� - � + �) ��) ���

����� = � ��� - ������

����� = � ��� - ������

���� = �� �� + ����

������[{�� ��� ����}]

�

�����[�_� ��_] �= �����[{��� ��� ��� ���� ��� ��� ����� ���� ���}�

�� = �� * �� + �� * ����� + �� * ������

�� = �� * �� + �� * ����� + �� * ������

��� = ����� + ���

��� = ����� + ���

����� = ����� + ��� * ���

����� = ����� + ��� * ���

���� = �� �� + ����
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�

������[{�� ��� ����}]

]�

�� = ��������

� = ��� / ���

������ = �������

��� = ����

�����[�_] �= � (� - �����[�] - ���)�

�����[�_] �= � �����[��� �]�

������ = ��

������� = ��

������� = ��

����������[������� ���� ������� �������� �������� ��]�

����������[������� ���� ������� �������� �������� ��]�

����� = ����� = ��

��� = �����[�����[�� �����[�]] � {�� �� ����� �}]�

����� = ����� = ��

��� = �����[�����[�� �����[�]] � {�� �� ����� �}]�

��������[�����[���[[���� {�� �}]]� {�� �� �}]�

������ → ����� ��������� → ���� ��������� → ���� ��������]

��������[�����[���[[���� {�� �}]]� {�� �� �}]�

������ → ����� ��������� → ���� ��������� → ���� ��������]

��� = �����[�������[{���[[�� �]]� ���[[�� �]]�

�����[���[[�� �]] - ���[[�� �]]� {�� �� �}]}]� {�� �� ������[���]}]�

��������[�����[���[[���� {�� �}]]� {�� �� �}]� ������ → �����

��������� → ���� ��������� → ����������]

������ = ��

������� = ��

������� = ��

����������[������� ���� ������� �������� �������� ��]�

����������[������� ���� ������� �������� �������� ��]�

����� = ����� = ��

��� = �����[�����[�� �����[�]] � {�� �� ����� �}]�

����� = ����� = ��

��� = �����[�����[�� �����[�]] � {�� �� ����� �}]�

��������[�����[���[[���� {�� �}]]� {�� �� �}]�

������ → ����� ��������� → ���� ��������� → ���� ��������]

��������[�����[���[[���� {�� �}]]� {�� �� �}]�

������ → ����� ��������� → ���� ��������� → ���� ��������]

��� = �����[�������[{���[[�� �]]� ���[[�� �]]�

�����[���[[�� �]] - ���[[�� �]]� {�� �� �}]}]� {�� �� ������[���]}]�

��������[�����[���[[���� {�� �}]]� {�� �� �}]� ������ → �����

��������� → ���� ��������� → ����������]

������ = ��

������� = ��

������� = ��

����������[������� ���� ������� �������� �������� ��]�

����������[������� ���� ������� �������� �������� ��]�

����� = ����� = ��

��� = �����[�����[�� �����[�]] � {�� �� ����� �}]�

����� = ����� = ��

��� = �����[�����[�� �����[�]] � {�� �� ����� �}]�

��������[�����[���[[���� {�� �}]]� {�� �� �}]�

������ → ����� ��������� → ���� ��������� → ���� ��������]

��������[�����[���[[���� {�� �}]]� {�� �� �}]�
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[ [���[[ � { � }]]� { � � }]�

������ → ����� ��������� → ���� ��������� → ���� ��������]

��� = �����[�������[{���[[�� �]]� ���[[�� �]]�

�����[���[[�� �]] - ���[[�� �]]� {�� �� �}]}]� {�� �� ������[���]}]�

��������[�����[���[[���� {�� �}]]� {�� �� �}]� ������ → �����

��������� → ���� ��������� → ����������]

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

-1.0

-0.5

0.5

Tan version

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

-1.0

-0.5

0.5

Sin version

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

-6.×10-16

-4.×10-16

-2.×10-16

2.×10-16

4.×10-16

6.×10-16
residual
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0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

Tan version

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

Sin version

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

-1.×10-15

-5.×10-16

5.×10-16
residual

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

Tan version
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0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

Sin version

0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

-1.×10-15

-5.×10-16

5.×10-16

1.×10-15

residual
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���������������������������������������������������
�����������������������

������[��������*�]

��� =

��� ⩵ (�� �� - �� �� - ��)� ��� ⩵ (�� �� + �� - ��)� ��� ⩵ (�� - (� - � �) �� + �� ��)�

��� ⩵ (�� - �� ��)� ��� ⩵ ����� + � ���� ��� ⩵ ����� + � ����

����� ⩵ � ��� - ����� �-�� ����� ⩵ � ��� - ����� �-�� �� ⩵ �� / ���

�� = �� /� �����[���� {��}� {��� ��� ��� ������ ������ ���� ���� ���� ���}][[

�]] // ������������

���� = �������[���������������[���������[��]� �]]�

���� = �������[���������������[�����������[��]� �]]�

���� /= ����[[�]]

���� /= ����[[�]]

����� =
����[[�]] + ����[[�]] �-� + ����[[�]] �-�

� + ����[[�]] �-� + ����[[�]] �-�

����� =
�� + �� �-� + �� �-�

� - �� �-� - �� �-�

������ = ������������[�����[{�� ⩵ ����[[�]]� �� ⩵ ����[[�]]�

�� ⩵ ����[[�]]� �� ⩵ ����[[�]]� �� ⩵ ����[[�]]}� {�� �� ��� ��� ��}]]

�� (-� + �)� + �� �� (� + �)� + � �� -� + ��

(-� + �)� + �� (� + �)� + � � � -� + ��


�� �� + � �� + ��

� + �� + � � �
�
� �� �� - � ��

� + �� + � � �
�
�� �� - � �� + ��

� + �� + � � �


��
-� + � ��

� + �� + � � �
�
� + �� - � � �

� + �� + � � �


�� ��+� ��+��
�+��+� � �

+
�� ��-� ��+��
(�+��+� � �) ��

+
� �� ��-� ��

(�+��+� � �) �

� +
�+��-� � �

(�+��+� � �) ��
+

-�+� ��

(�+��+� � �) �

�� +
��
��

+
��
�

� -
��
��

-
��
�

� → -
-� - �� - ��

-� + �� - ��
� � →

� - ��

-� - �� - �� -� + �� - ��
�

�� →
�� + �� + ��

� + �� + ��
� �� →

� (�� - ��)

-� - �� - �� -� + �� - ��
� �� →

�� - �� + ��

� - �� + ��
�

� →
-� - �� - ��

-� + �� - ��
� � →

-� + ��

-� - �� - �� -� + �� - ��
� �� →

�� + �� + ��

� + �� + ��
�

�� → -
� (�� - ��)

-� - �� - �� -� + �� - ��
� �� →

�� - �� + ��

� - �� + ��


������������������������������������������������������������

 This is the completely wrong way around to think of this stuff since you should be using the continu-
ous analog filter prototypes since the equations are soooo much easier, as is seen by the results of 
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the coefficients, they are fairly elegant and make sense, where the DF1 coeffs are completely 
abastract

������������

�� = ���[π �]�

�� = ���[π �]�

����� = � * �� / ��

�� = � + ������

�� = (-� * ��) / ���

�� = (� - �����) / ���

�� = � / � (� - ��) / ���

�� = (� - ��) / ���

�� = � / � (� - ��) / ���

����[�����[����[{��� ��� ��}� {�� �� �}� ��������� → ���]� {�� �� �}]]

����[�����[����[{��� ��� ��}� {�� �� �}� ��������� → ���]� {�� �� �}]]

���� = ������������[������]

���������������[���_] �=

����������������������������(���)�� � > � �� � < � �� � > �

������ → ���������������[� /� ����[[�]]]�

� → (-�)�+� ���������������[� /� ����[[�]]]� �� → �� /� ����[[�]]�

�� → (-�)� ���������������[�� /� ����[[�]]]� �� → �� /� ����[[�]]� {�� �� �}

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-2

-1

1

2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

1.0

1.5

2.0

SkfLinearTrapezoidalSin.nb  ���19



� → -

-�+���[π �]
�+� ���[π �]

-
�+���[π �]
�+� ���[π �]

� � → -

� ��� π �
�


-�+���[π �]
�+� ���[π �]

� -
�+���[π �]
�+� ���[π �]

� �� → �� �� → �� �� → ��

� →

-�+���[π �]
�+� ���[π �]

-
�+���[π �]
�+� ���[π �]

� � →

� ��� π �
�


-�+���[π �]
�+� ���[π �]

� -
�+���[π �]
�+� ���[π �]

� �� → �� �� → �� �� → �

� → ���
π �

�
� � →

�

�
� �� → �� �� → �� �� → ��

� → ���
π �

�
� � → -

�

�
� �� → �� �� → �� �� → �

�������������

�� = ���[π �]�

�� = ���[π �]�

����� = � * �� / ��

�� = � + ������

�� = (-� * ��) / ���

�� = (� - �����) / ���

�� = � / � (� + ��) / ���

�� = -(� + ��) / ���

�� = � / � (� + ��) / ���

����[�����[����[{��� ��� ��}� {�� �� �}� ��������� → ���]� {�� �� �}]]

����[�����[����[{��� ��� ��}� {�� �� �}� ��������� → ���]� {�� �� �}]]

���� = ������������[������]

���������������[���_] �=

����������������������������(���)�� � > � �� � < � �� � > �

������ → ���������������[� /� ����[[�]]]�

� → (-�)�+� ���������������[� /� ����[[�]]]� �� → �� /� ����[[�]]�

�� → (-�)� ���������������[�� /� ����[[�]]]� �� → �� /� ����[[�]]� {�� �� �}

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-2

-1

1

2
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� → -

-�+���[π �]
�+� ���[π �]

-
�+���[π �]
�+� ���[π �]

� � → -

� ��� π �
�


-�+���[π �]
�+� ���[π �]

� -
�+���[π �]
�+� ���[π �]

� �� → �� �� → �� �� → ��

� →

-�+���[π �]
�+� ���[π �]

-
�+���[π �]
�+� ���[π �]

� � →

� ��� π �
�


-�+���[π �]
�+� ���[π �]

� -
�+���[π �]
�+� ���[π �]

� �� → �� �� → �� �� → �

� → ���
π �

�
� � →

�

�
� �� → �� �� → �� �� → ��

� → ���
π �

�
� � → -

�

�
� �� → �� �� → �� �� → �
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��������

�� = ���[π �]�

�� = ���[π �]�

����� = � * �� / ��

�� = � + ����� / ��

�� = (-� * ��) / ���

�� = (� - ����� / �) / ���

�� = (� + ����� * �) / ���

�� = (-� * ��) / ���

�� = (� - ����� * �) / ���

����[�����[����[{�� /� {� → �}� �� /� {� → �}� �� /� {� → �}}�

{�� �� �}� ��������� → ���]� {�� �� �}]]

����[�����[����[{�� /� {� → �}� �� /� {� → �}� �� /� {� → �}}�

{�� �� �}� ��������� → ���]� {�� �� �}]]

���� = ������������[������]

���������������[���_] �=

����������������������������(���)�� � > � �� � < � �� � > � �� � > �

������ → ���������������[� /� ����[[�]]]�

� → (-�)� ���������������[� /� ����[[�]]]� �� → �� /� ����[[�]]�

�� → (-�)� ���������������[�� /� ����[[�]]]� �� → �� /� ����[[�]]� {�� �� �}
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� → -

� (-�+���[π �])
� �+� ���[π �]

-
� (�+���[π �])
� �+� ���[π �]

� � →
� ���[π �]

� � (-�+���[π �])
� �+� ���[π �]

-
� (�+���[π �])
� �+� ���[π �]

� � + � ���[π �]

�

�� → �� �� →

� � ���[π �] � (-�+���[π �])
� �+� ���[π �]

(-� + ���[π �]) -
� (�+���[π �])
� �+� ���[π �]

� �� → ��

� →

� (-�+���[π �])
� �+� ���[π �]

-
� (�+���[π �])
� �+� ���[π �]

� � →

� ���[π �] -
� (�+���[π �])
� �+� ���[π �]

� � (� + ���[π �]) � (-�+���[π �])
� �+� ���[π �]

�

�� → �� �� →

� � ��� π �
�


� (-�+���[π �])
� �+� ���[π �]

-
� (�+���[π �])
� �+� ���[π �]

� �� → �

� → ���
π �

�
� � → -

�

� �
� �� → �� �� → -� �� �� → ��

� → ���
π �

�
� � →

�

� �
� �� → �� �� → � �� �� → �
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�������������

�� = ���[π �]�

�� = ���[π �]�

����� = � * �� / ��

����� = ����[�]�

�� = ((� + �) + (� - �) * �� + � * ����� * �����)�

�� = (-� * ((� - �) + (� + �) * ��)) / ���

�� = ((� + �) + (� - �) * �� - � * ����� * �����) / ���

�� = (� * ((� + �) - (� - �) * �� + � * ����� * �����)) / ���

�� = (� * � * ((� - �) - (� + �) * ��)) / ���

�� = (� * ((� + �) - (� - �) * �� - � * ����� * �����)) / ���

����[�����[����[{�� /� {� → �}� �� /� {� → �}� �� /� {� → �}}�

{�� �� �}� ��������� → ���]� {�� �� �}]]

����[�����[����[{�� /� {� → �}� �� /� {� → �}� �� /� {� → �}}�

{�� �� �}� ��������� → ���]� {�� �� �}]]

���� = ������������[������]

���������������[���_] �=

����������������������������(���)�� � > � �� � < � �� � > � �� � > �

������ → ���������������[� /� ����[[�]]]�

� → (-�)� ���������������[� /� ����[[�]]]� �� → �� /� ����[[�]]�

�� → (-�)� ���������������[�� /� ����[[�]]]� �� → �� /� ����[[�]]� {�� �� �}
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� → -

-�+���[π �]

�+�+(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

-
� (�+���[π �])

�+�+(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

�

� →

� � ���[π �] -�+���[π �]

�+�+(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

� (-� + ���[π �]) -
� (�+���[π �])

�+�+(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

� �� → ���

�� →

��/� � ���[π �] -�+���[π �]

�+�+(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

(-� + ���[π �]) -
� (�+���[π �])

�+�+(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

� �� → ��

� →

-�+���[π �]

�+�+(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

-
� (�+���[π �])

�+�+(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

�

� → -

� � ���[π �] -�+���[π �]

�+�+(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

� (-� + ���[π �]) -
� (�+���[π �])

�+�+(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

� �� → ���

�� → -

��/� � ���[π �] -�+���[π �]

�+�+(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

(-� + ���[π �]) -
� (�+���[π �])

�+�+(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

� �� → �

� →
��� π �

�


�
� � → -

�

�
� �� → ��� �� → -� �� �� → ��

� →
��� π �

�


�
� � →

�

�
� �� → ��� �� → � �� �� → �
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��������������

�� = ���[π �]�

�� = ���[π �]�

����� = � * �� / ��

����� = ����[�]�

�� = (� + �) - (� - �) * �� + � * ����� * �����

�� = � * ((� - �) - (� + �) * ��) / ��

�� = ((� + �) - (� - �) * �� - � * ����� * �����) / ��

�� = � * ((� + �) + (� - �) * �� + � * ����� * �����) / ��

�� = -� * � * ((� - �) + (� + �) * ��) / ��

�� = � * ((� + �) + (� - �) * �� - � * ����� * �����) / ��

����[�����[����[{�� /� {� → �}� �� /� {� → �}� �� /� {� → �}}�

{�� �� �}� ��������� → ���]� {�� �� �}]]

����[�����[����[{�� /� {� → �}� �� /� {� → �}� �� /� {� → �}}�

{�� �� �}� ��������� → ���]� {�� �� �}]]

���� = ������������[������]

���������������[���_] �=

����������������������������(���)�� � > � �� � < � �� � > � �� � > �

������ → ���������������[� /� ����[[�]]]�

� → (-�)� ���������������[� /� ����[[�]]]� �� → �� /� ����[[�]]�

�� → (-�)� ���������������[�� /� ����[[�]]]� �� → �� /� ����[[�]]� {�� �� �}

� + � - (-� + �) ���[π �] + � � ���[π �]

� (-� + � - (� + �) ���[π �])

� + � - (-� + �) ���[π �] + � � ���[π �]

� + � - (-� + �) ���[π �] - � � ���[π �]

� + � - (-� + �) ���[π �] + � � ���[π �]

� � + � + (-� + �) ���[π �] + � � ���[π �]

� + � - (-� + �) ���[π �] + � � ���[π �]

-
� � (-� + � + (� + �) ���[π �])

� + � - (-� + �) ���[π �] + � � ���[π �]

� � + � + (-� + �) ���[π �] - � � ���[π �]

� + � - (-� + �) ���[π �] + � � ���[π �]
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� → -

� (-�+���[π �])

�+�-(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

-
�+���[π �]

�+�-(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

�

� → -

� � ���[π �] -
�+���[π �]

�+�-(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

� (� + ���[π �]) � (-�+���[π �])

�+�-(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

� �� → ��

�� → -

��/� � ���[π �] -
�+���[π �]

�+�-(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

(� + ���[π �]) � (-�+���[π �])

�+�-(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

� �� → ���

� →

� (-�+���[π �])

�+�-(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

-
�+���[π �]

�+�-(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

� � →

� � ���[π �] -
�+���[π �]

�+�-(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

� (� + ���[π �]) � (-�+���[π �])

�+�-(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

�

�� → �� �� →

��/� � ���[π �] -
�+���[π �]

�+�-(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

(� + ���[π �]) � (-�+���[π �])

�+�-(-�+�) ���[π �]+ � � ���[π �]

� �� → ��

� → � ���
π �

�
� � → -

�

�
� �� → �� �� → -� �� �� → ���

� → � ���
π �

�
� � →

�

�
� �� → �� �� → � �� �� → ��
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